
制御（１） 《ラプラス変換の⽬的》

ラプラス変換

困難

ラプラス逆変換

微分⽅程式 微分⽅程式の解 現象の解明⾃然現象

容易
代数⽅程式 代数⽅程式の解

ラプラス順変換

ラプラス逆変換
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制御（２） 《ラプラス変換表》

𝐾（定数）

𝑓 𝑡 𝐹 𝑠 𝑓 𝑡 𝐹 𝑠

𝐾
𝑠
1
𝑠ଶ

𝑡

𝑛!
𝑠 ௡ାଵ𝑡௡

1
𝑠 ∓ 𝑎

𝑒േ௔௧

1
 ሺ𝑠 ∓ 𝑎ሻଶ

𝑡𝑒േ௔௧

sin𝜔𝑡
𝜔

𝑠ଶ ൅ 𝜔ଶ

cos𝜔𝑡
𝑠

𝑠ଶ ൅ 𝜔ଶ

𝑓׬ τ 𝑔 𝑡 െ τ 𝑑τ 𝐹ሺ𝑠ሻ 𝐺ሺ𝑠ሻ 

𝑢ሺ𝑡ሻ 1
𝑠

{ 0 (t<0) , 1 (t≧0) }

{ 0 (t ׬,(0 ് 𝛿ሺ𝑡ሻஶ
ିஶ 𝑑𝑡=1 }

sin  ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜃ሻ 𝜔 cos𝜃 ൅ 𝑠 sin 𝜃
𝑠ଶ ൅ 𝜔ଶ

 cos  ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜃ሻ 𝑠 cos𝜃 െ 𝜔 sin 𝜃
𝑠ଶ ൅ 𝜔ଶ

𝑡0
1

𝛿ሺ𝑡ሻ 1
𝑡0

∞

※ステップ⼊⼒

※インパルス⼊⼒



制御（３） 《ラプラス変換の定理》 ※ 𝑓ିଵ 𝑡 ൌ 𝑓׬ 𝑡 𝑑𝑡、
𝑓ᇱ 𝑡 ൌ ௗ௙ሺ௧ሻ

ௗ௧
を意味する。

線形定理

微分定理

積分定理

𝑠推移定理

相似定理

最終値の定理

𝑡推移定理

ℒ𝑎𝑓 𝑡 ൌ 𝑎𝐹ሺ𝑠ሻ

ℒ
𝑑𝑓ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡 ൌ 𝑠𝐹 𝑠 െ 𝑓ሺ0ሻ

ℒ න𝑓 𝑡 𝑑𝑡 ൌ
𝐹ሺ𝑠ሻ
𝑠 ൅

𝑓 ିଵ ሺ0ሻ
𝑠  

ℒ 𝑒∓௔௧𝑓 𝑡 ൌ 𝐹 𝑠 േ 𝑎

ℒ𝑓 𝑎𝑡 ൌ
1
𝑎 𝐹

𝑠
𝑎

lim
௧→ஶ

𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ lim
௦→଴

𝑠𝐹ሺ𝑠ሻ 

ℒ𝑓ሺ𝑡 േ 𝑎ሻ ൌ 𝑒േ௔௦𝐹ሺ𝑠ሻ

ℒ 𝑓 𝑡 ൅ 𝑔 𝑡 ൌ 𝐹 𝑠 ൅ 𝐺ሺ𝑠ሻ

ℒ
𝑑ଶ𝑓ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡ଶ ൌ 𝑠ଶ𝐹ሺ𝑠ሻ െ 𝑠𝑓 0 െ 𝑓′ሺ0ሻ

ℒ ඵ𝑓 𝑡 𝑑𝑡ଶ ൌ
𝐹ሺ𝑠ሻ
𝑠ଶ ൅

𝑓 ିଵ ሺ0ሻ
𝑠ଶ ൅

𝑓 ିଶ ሺ0ሻ
𝑠  

lim
௧→଴

𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ lim
௦→ஶ

𝑠𝐹ሺ𝑠ሻ 初期値の定理



ℒିଵ 𝐹 𝑠 ൌ 1 െ 𝑒ି௧

制御（補⾜） 《ラプラス逆変換例》

𝐹ሺ𝑠ሻ  ൌ
1

𝑠 𝑠 ൅ 1 を時間関数𝑓ሺ𝑡ሻに戻す。

𝐵 ൌ
1
𝑠 ௦ୀିଵ

ൌ െ1𝐹 𝑠 ൌ
𝐴
𝑠 ൅

𝐵
𝑠 ൅ 1

と置く。 𝐴 ൌ
1

𝑠 ൅ 1 ௌୀ଴
ൌ 1

𝐹 𝑠 ൌ
1
𝑠 െ

1
𝑠 ൅ 1

𝐴,𝐵を計算すると、

𝐴,𝐵を代⼊し、

∴

ラプラス変換表が使える形になったので、

逆ラプラス変換をすると、

𝑓 𝑡 ൌ 1 െ 𝑒ି௧

1（定数）

𝑓 𝑡 𝐹 𝑠

1
𝑠
1

𝑠 ൅ 𝑎
𝑒ି௔௧

ラプラス変換表が使える形に変形するため、部分分数分解を⾏う。

線形定理 ℒ 𝑓 𝑡 ൅ 𝑔 𝑡 ൌ 𝐹 𝑠 ൅ 𝐺ሺ𝑠ሻ



ℒିଵ𝑄 𝑠 ൌ 𝐶𝐸 1 െ 𝑒ି
ଵ
஼ோ௧

制御（補⾜） 《部分分数分解1》

𝑄ሺ𝑠ሻ  ൌ
𝐸
𝑅

1

𝑠 𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

を時間関数𝑞ሺ𝑡ሻに戻すために、ラプラス変換表が使える形に変形する。

𝐵 ൌ
1
𝑠 ௦ୀି ଵ

஼ோ

ൌ െ𝐶𝑅𝑄 𝑠 ൌ
𝐸
𝑅

𝐴
𝑠 ൅

𝐵

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

と置く。 𝐴 ൌ
1

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅 ௌୀ଴

ൌ 𝐶𝑅

𝑄 𝑠 ൌ
𝐸
𝑅

𝐶𝑅
𝑠 ൅

െ𝐶𝑅

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

ൌ 𝐶𝐸
1
𝑠 െ

1

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

𝐴,𝐵を計算すると、

𝐴,𝐵を代⼊し、

∴

と、ラプラス変換表が使える形になる。

逆ラプラス変換をすると、

𝑞 𝑡 ൌ 𝐶𝐸 1 െ 𝑒ି
ଵ
஼ோ௧
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制御（補⾜） 《部分分数分解2》
1

𝑠 𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

𝐵 ൌ
1
𝑠 ௦ୀି ଵ

஼ோ

ൌ െ𝐶𝑅

𝐴 ൌ
1

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅 ௌୀ଴

ൌ 𝐶𝑅

𝐴,𝐵を代⼊して、

②（𝐵が分⼦である分数）の分⼦を1とした分数に、①の𝑠の値を代⼊した値が𝐴となる。
①（𝐴が分⼦である分数の分⺟）＝0となる、𝑠の値を求める。 𝑠 ൌ 0∴

1

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

に 𝑠 ൌ 0 を代⼊して、 𝐴 ൌ
1

0 ൅ 1
𝐶𝑅

ൌ 𝐶𝑅 𝐴 ൌ 𝐶𝑅∴

④（𝐴が分⼦である分数）の分⼦を1とした分数に、③の𝑠の値を代⼊した値が𝐵となる。
③（𝐵が分⼦である分数の分⺟）＝0となる、𝑠の値を求める。 𝑠 ൅

1
𝐶𝑅 ൌ 0 ∴

1
𝑠 に 𝑠 ൌ െ

1
𝐶𝑅 を代⼊して、 𝐵 ൌ

1

െ 1
𝐶𝑅

ൌ െ𝐶𝑅 𝐵 ൌ െ𝐶𝑅∴

𝑠 ൌ െ
1
𝐶𝑅

1

𝑠 𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

ൌ
𝐴
𝑠 ൅

𝐵

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

の分⺟の𝑠の項を分解して、分⼦を未知数𝐴,𝐵と置く。

と書く

1

𝑠 𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

ൌ
𝐴
𝑠 ൅

𝐵

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

ൌ
𝐶𝑅
𝑠 ൅

െ𝐶𝑅

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

ൌ 𝐶𝑅
1
𝑠 െ

1

𝑠 ൅ 1
𝐶𝑅

と変形できる。

と書く



制御（補⾜） 《部分分数分解3》
【部分分数分解の考え⽅】

𝑥 ൌ െ𝑎 より

CASE1） 𝑐𝑥 ൅ 𝑑
 ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻሺ𝑥 ൅ 𝑏ሻ ൌ

𝐴
 𝑥 ൅ 𝑎 ൅

𝐵
 𝑥 ൅ 𝑏  ⋯①

①の両辺にሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻሺ𝑥 ൅ 𝑏ሻを掛けると、 𝑐𝑥 ൅ 𝑑 ൌ 𝐴ሺ𝑥 ൅ 𝑏ሻ ൅ 𝐵ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻ

𝐴 ൌ
𝑐𝑥 ൅ 𝑑
 𝑥 ൅ 𝑏 ௫ୀି௔

 𝑥 ൌ െ𝑏 より 𝐵 ൌ
𝑐𝑥 ൅ 𝑑
 𝑥 ൅ 𝑎 ௫ୀି௕

 

𝑏𝑥 ൅ 𝑐
 ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻଶ ൌ

𝐴
ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻଶ ൅

𝐵
 𝑥 ൅ 𝑎⋯②

CASE2）

②の両辺に ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻଶを掛けて、𝑥=−𝑎を代⼊すると、 𝐴 ൌ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 ௫ୀି௔

②の両辺に𝑥 ൅ 𝑎を掛けて、𝑥=−𝑎を代⼊すると、 𝐵 ൌ
𝑏𝑥 ൅ 𝑐
 𝑥 ൅ 𝑎 െ

𝐴
 𝑥 ൅ 𝑎 ௫ୀି௔
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※重根なし


