
《⾼調波》フーリエ級数
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𝜔

𝜔𝑡＝2𝜋[rad]で1周期なので、1周期に必要な時間は、 [s]と表せます。
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交流電圧[V]：𝑒ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐸ெsin𝜔𝑡 （ 𝐸ெ：瞬時最⼤電圧、𝜔：⾓周波数[rad/s]）
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基本波 第3長波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡

𝐸ெ

െ𝐸ெ

時間𝑡[s]

𝑇 ൌ
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𝜔

2𝑇 ൌ
4𝜋
𝜔

𝑇：周期[s]

(𝐸ଷ ൌ 0.2𝐸ெ)第3調波：𝐸ଷsin3𝜔𝑡

𝑇
3 ൌ

2𝜋
3𝜔

第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡
基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2

基本波に⾼調波が含まれると、基本波形が歪む！

0

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波



基本波 第3長波 第5長波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡 第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡

第3調波：𝐸ଷsin3𝜔𝑡 (𝐸ଷ ൌ 0.2𝐸ெ)
第5調波：𝐸ହsin5𝜔𝑡 (𝐸ହ ൌ 0.2𝐸ெ)

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



基本波 第3長波 第5長波 第7長波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡 第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡

第3調波：𝐸ଷsin3𝜔𝑡 (𝐸ଷ ൌ 0.2𝐸ெ)

第7調波：𝐸ହsin5𝜔𝑡 (𝐸 ൌ 0.2𝐸ெ)

第5調波：𝐸ହsin5𝜔𝑡 (𝐸ହ ൌ 0.2𝐸ெ)

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



基本波 第3長波 第5長波 第7長波 第9波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡 第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡

第3調波：𝐸ଷsin3𝜔𝑡 (𝐸ଷ ൌ 0.2𝐸ெ)
第5調波：𝐸ହsin5𝜔𝑡 (𝐸ହ ൌ 0.2𝐸ெ)

第7調波：𝐸sin7𝜔𝑡 (𝐸 ൌ 0.2𝐸ெ)

第9調波：𝐸ଽsin9𝜔𝑡 (𝐸ଽ ൌ 0.2𝐸ெ)

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



基本波 第3長波 第5長波 第7長波 第9波 第11波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡 第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡

第3調波：𝐸ଷsin3𝜔𝑡 (𝐸ଷ ൌ 0.2𝐸ெ)
第5調波：𝐸ହsin5𝜔𝑡 (𝐸ହ ൌ 0.2𝐸ெ)

第7調波：𝐸sin7𝜔𝑡 (𝐸 ൌ 0.2𝐸ெ)

第9調波：𝐸ଽsin9𝜔𝑡 (𝐸ଽ ൌ 0.2𝐸ெ)

第11調波：𝐸ଵଵsin11𝜔𝑡
(𝐸ଵଵ ൌ 0.2𝐸ெ)

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



基本波 第3調波 第5調波 第7調波 第9調波 第11調波 第13調波 第15調波 第17調波

第19調波 第21調波 第23調波 第25調波 第27調波 第29調波 第31調波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数



基本波 第3調波 第5調波 第7調波 第9調波 第11調波 合成波

対称波：正の半波と負の半波がX軸に対して対称な波

《⾼調波》フーリエ級数



基本波 第2長波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡

𝐸ெ

െ𝐸ெ

時間𝑡[s]

𝑇 ൌ
2𝜋
𝜔

2𝑇 ൌ
4𝜋
𝜔

𝑇：周期[s]

第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡

第2調波：𝐸ଶsin2𝜔𝑡 (𝐸ଶ ൌ 0.5𝐸ெ)

𝑇
2 ൌ

𝜋
𝜔

0

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



基本波 第2長波 第4長波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡 第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡

第4調波：𝐸ସsin4𝜔𝑡 (𝐸ସ ൌ 0.2𝐸ெ)
第2調波：𝐸ଶsin2𝜔𝑡 (𝐸ଶ ൌ 0.5𝐸ெ)

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



基本波 第2長波 第4長波 第6長波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡 第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡

第6調波：𝐸sin6𝜔𝑡 (𝐸 ൌ 0.2𝐸ெ)

第4調波：𝐸ସsin4𝜔𝑡 (𝐸ସ ൌ 0.2𝐸ெ)
第2調波：𝐸ଶsin2𝜔𝑡 (𝐸ଶ ൌ 0.25)

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



基本波 第2長波 第4長波 第6長波 第8波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡 第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡

第8調波：𝐸଼sin8𝜔𝑡 (𝐸଼ ൌ 0.2𝐸ெ)

第6調波：𝐸sin6𝜔𝑡 (𝐸 ൌ 0.2𝐸ெ)

第4調波：𝐸ସsin4𝜔𝑡 (𝐸ସ ൌ 0.2𝐸ெ)
第2調波：𝐸ଶsin2𝜔𝑡 (𝐸ଶ ൌ 0.5)

電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



基本波 第2長波 第4長波 第6長波 第8波 第10波 合成波

《⾼調波》フーリエ級数
基本波：𝐸ெsin𝜔𝑡 第ｎ調波：𝐸ெsin𝑛𝜔𝑡 電圧（合成波）：𝑒 𝑡 ൌ 基本波 全ての⾼調波

第10調波：𝐸ଵsin10𝜔𝑡
(𝐸ଵ ൌ 0.2𝐸ெ)

第8調波：𝐸଼sin8𝜔𝑡 (𝐸଼ ൌ 0.2𝐸ெ)

第6調波：𝐸sin6𝜔𝑡 (𝐸 ൌ 0.2𝐸ெ)

第4調波：𝐸ସsin4𝜔𝑡 (𝐸ସ ൌ 0.2𝐸ெ)
第2調波：𝐸ଶsin2𝜔𝑡 (𝐸ଶ ൌ 0.5)

基本波 : n＝1、n次の⾼調波 : n≧2



《フーリエ級数展開の基本形》フーリエ級数

𝑓 𝑥 ൌ  𝑎 sin𝑛𝑥  𝑏 cos𝑛𝑥
ஶ

ୀ

奇関数成分 偶関数成分

𝑏  ൌ
1

2𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
ଶగ



ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥  ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

𝑏 cos 0  𝑏ଵ cos𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯
𝑏

ൌ 𝑎 sin 0  𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯
0

𝑎  ൌ
1
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଶగ



𝑏  ൌ
1
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଶగ



𝑓 െ𝑥 ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑥
െ𝑥

𝑓 െ𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑥െ𝑥sin 𝑥

〈奇関数〉
※原点に対して点対称

cos 𝑥

〈偶関数〉
※y軸に対して線対称



《フーリエ級数の導出１》フーリエ級数

𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

ⅰ）𝐛𝟎を求める → 𝑓 𝑥 を0〜2𝜋まで積分する

න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
ଶగ


ൌ න 𝑎ଵ sin 𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥  ⋯ 𝑑𝑥

ଶగ


 න 𝑏  𝑏ଵ cos𝑥  ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯ 𝑑𝑥

ଶగ


…①

න 𝑎 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ଶగ


ൌ 𝑎 െ

cos𝑛𝑥
𝑛 

ଶగ
ൌ
𝑎
𝑛 െcos2𝜋𝑛  cos0 ൌ 0

න 𝑏 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥
ଶగ


ൌ 𝑏

sin𝑛𝑥
𝑛 

ଶగ

ൌ
𝑏
𝑛 sin2𝜋𝑛 െ sin0 ൌ 0

…②

න 𝑏𝑑𝑥
ଶగ


ൌ 𝑏 𝑥 

ଶగ ൌ 𝑏 2𝜋 െ 0 ൌ 2𝜋𝑏 …③

…④

①に②③④を代⼊すると、 න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
ଶగ


ൌ 0  2𝜋𝑏  0 𝑏 ൌ

1
2𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ଶగ


∴



《フーリエ級数の導出２》フーリエ級数

𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

ⅱ）𝒂𝒏を求める → 𝑓 𝑥 にsin𝑚𝑥をかけて0〜2𝜋まで積分する

 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ  𝑎ଵ sin 𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ sin𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ

   𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯ sin𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ


…①
 𝑎 sin𝑛𝑥 ･ sin𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ  cos 𝑛 െ𝑚 𝑥െ cos 𝑛 𝑚 𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ
ୱ୧୬ ି ௫

ି
െ ୱ୧୬ ା ௫

ା 

ଶగ
…②

 𝑏 sin𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 𝑏 െ ୡ୭ୱ௫

 

ଶగ
ൌ బ


െcos2𝜋𝑚  cos0 ൌ 0…④

𝑛 ൌ 𝑚として①に③④⑥を代⼊すると、 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 𝜋𝑎  0  0 𝑎 ൌ

1
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଶగ


∴

②は𝑛 ് 𝑚なら0。𝑛 ൌ 𝑚ならば、

 𝑎sinଶ𝑛𝑥𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ  1 െ cos2𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ
𝑥 െ ୱ୧୬ଶ௫

ଶ 

ଶగ
ൌ 

ଶ
2𝜋 െ 0 െ 0  0 ൌ 𝜋𝑎…③

 𝑏 cos𝑛𝑥 ･ sin𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ  sin 𝑛 𝑚 𝑥െ sin 𝑛 െ𝑚 𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ
െ ୡ୭ୱ ା ௫

ା
 ୡ୭ୱ ି ௫

ି 

ଶగ
…⑤

⑤は𝑛 ് 𝑚なら0。𝑛 ൌ 𝑚ならば、
 𝑏 cos𝑛𝑥 ･ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ  sin2𝑛𝑥𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ
െ ୡ୭ୱଶ௫

ଶ 

ଶగ
ൌ 

ସ
െcos4𝜋𝑛  cos0 ൌ 0…⑥



《フーリエ級数の導出３》フーリエ級数

𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

ⅲ）𝒃𝒏を求める → 𝑓 𝑥 に cos𝑚𝑥をかけて0〜2𝜋まで積分する

 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ  𝑎ଵ sin 𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥  ⋯ cos𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ

   𝑏  𝑏ଵ cos𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯ cos𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ


…①
 𝑎 sin𝑛𝑥 ･ cos𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ  sin 𝑛 𝑚 𝑥 sin 𝑛 െ𝑚 𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ
െ ୡ୭ୱ ା ௫

ା
െ ୡ୭ୱ ି ௫

ି 

ଶగ
…②

 𝑏 cos𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 𝑏

ୱ୧୬௫
 

ଶగ
ൌ బ


sin2𝜋𝑚 െ sin0 ൌ 0…④

𝑛 ൌ 𝑚として①に③④⑥を代⼊すると、 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 𝜋𝑏  0  0 𝑏 ൌ

1
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଶగ


∴

②は𝑛 ് 𝑚なら0。𝑛 ൌ 𝑚ならば、

 𝑎 sin𝑛𝑥 ･ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ  sin2𝑛𝑥𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ
െ ୡ୭ୱଶ௫

ଶ 

ଶగ
ൌ 

ସ
െcos4𝜋𝑛  cos0 ൌ 0…③

 𝑏 cos𝑛𝑥 ･ cos𝑚𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ  cos 𝑛 𝑚 𝑥 cos 𝑛 െ𝑚 𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ
ୱ୧୬ ା ௫

ା
 ୱ୧୬ ି ௫

ି 

ଶగ
…⑤

⑤は𝑛 ് 𝑚なら0。𝑛 ൌ 𝑚ならば、
 𝑏cosଶ𝑛𝑥𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ  1  cos2𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ
 ൌ 

ଶ
𝑥  ୱ୧୬ଶ௫

ଶ 

ଶగ
ൌ 

ଶ
2𝜋  0 െ 0 െ 0 ൌ 𝜋𝑏…⑥



《例題１》フーリエ級数

𝐼

2𝜋𝜋 3𝜋 4𝜋

𝑏  ൌ ଵ
ଶగ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
ଶగ  𝐼𝑑𝑥

గ
 ൌ ூ

ଶగ
𝑥 

గ ൌ ூ
ଶగ

𝜋 െ 0 ൌ ூ
ଶ

…③

𝑎  ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
గ  𝐼 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
గ
െ ୡ୭ୱ௫

 

గ
ൌ ூ

గ
െcos𝑛𝜋  1 …①

①は𝑛が偶数なら0。従って𝑛が奇数のとき、
 ൌ ூ

గ
1  1 ൌ ଶூ

గ
…②

𝑏  ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
గ  𝐼 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
గ  𝐼 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
గ

 ୱ୧୬௫
 

గ
ൌ ூ

గ
sin𝑛𝜋 െ 0  =0…④

𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯ を求める。

𝑓 𝑥 ൌ
𝐼
2 

2𝐼
𝜋 sin 𝑥 

1
3 sin3 𝑥 

1
5 sin5 𝑥 ⋯②,③,④より



《例題２》フーリエ級数

𝐼

2𝜋𝜋 3𝜋 4𝜋

𝑏  ൌ ଵ
ଶగ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
ଶగ  𝐼sin 𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
ଶగ

െcos𝑥 
గ ൌ ூ

ଶగ
െcos𝜋  cos0 ൌ ூ

గ
…③

𝑎  ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
గ  𝐼sin 𝑥 ･ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
ଶగ  cos 𝑛 െ 1 𝑥 െ cos 𝑛  1 𝑥 𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ூ
ଶగ

ୱ୧୬ ିଵ ௫
ିଵ

െ ୱ୧୬ ାଵ ௫
ାଵ 

గ

𝐼sin 𝑥

…①①は𝑛 ് 1なら0。従って𝑛 ൌ 1のとき、

 ൌ ଵ
గ  𝐼sinଶ𝑥𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
ଶగ  1 െ cos2𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
ଶగ

𝑥 െ ୱ୧୬ଶ௫
ଶ 

గ
ൌ ூ

ଶగ
𝜋 െ 0 െ 0  0 ൌ ூ

ଶ
…②

𝑏  ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
గ  𝐼sin 𝑥 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
ଶగ  sin 𝑛  1 𝑥 െ sin 𝑛 െ 1 𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ூ
ଶగ

െ ୡ୭ୱ ାଵ ௫
ାଵ

 ୡ୭ୱ ିଵ ௫
ିଵ 

గ

…④④は𝑛が奇数なら0。従って𝑛が偶数のとき、

 ൌ ூ
ଶగ

ଵ
ାଵ

െ ଵ
ିଵ

 ଵ
ାଵ

െ ଵ
ିଵ

ൌ ூ
గ

ିଵ
ାଵ ିଵ

െ ାଵ
ାଵ ିଵ

ൌ െ ଶூ
గ మିଵ

…⑤

𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯ を求める。

②,③,⑤より

𝑓 𝑥 ൌ
𝐼
2 sin 𝑥 

𝐼
𝜋 െ

2𝐼
𝜋

1
3 cos2𝑥 

1
15 cos4𝑥 

1
35 cos6 𝑥 ⋯



《奇関数のフーリエ級数展開》フーリエ級数

𝑓 𝑥 ൌ  𝑎 sin𝑛𝑥  𝑏 cos𝑛𝑥
ஶ

ୀ

奇関数成分
ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥  ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

𝑏 cos 0  𝑏ଵ cos𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯
𝑏

ൌ 𝑎 sin 0  𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯
0

𝑎  ൌ
1
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଶగ



𝑓 െ𝑥 ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑥
െ𝑥

〈奇関数〉
※原点に対して点対称

sin 𝑥

𝑎  ൌ
1
𝜋 න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥



ିగ
 න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



ൌ
1
𝜋 න 𝑓ሺെ𝑥ሻ sin𝑛ሺെ𝑥ሻ 𝑑ሺെ𝑥ሻ



గ
 න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



ൌ
1
𝜋 െන െ𝑓 𝑥 ･െ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥



గ
 න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



ൌ
1
𝜋 න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ


 න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



ൌ
2
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ





《偶関数のフーリエ級数展開》フーリエ級数

𝑓 𝑥 ൌ  𝑎 sin𝑛𝑥  𝑏 cos𝑛𝑥
ஶ

ୀ

偶関数成分

𝑏  ൌ
1

2𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
ଶగ



ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥  ⋯

𝑏  ൌ
1
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଶగ



𝑓 െ𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ

〈偶関数〉
※y軸に対して左右対称

𝑥െ𝑥

cos 𝑥

𝑏  𝑏ଵ cos𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

𝑏  ൌ ଵ
ଶగ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ିగ   𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ


𝑏  ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

ିగ   𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ


ൌ ଵ
ଶగ  𝑓ሺെ𝑥ሻ𝑑ሺെ𝑥ሻ

ିగ   𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ


ൌ ଵ
ଶగ

െ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
ିగ   𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ



ൌ ଵ
ଶగ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ

   𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ
 ൌ ଵ

గ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ


ൌ ଵ
గ  𝑓ሺെ𝑥ሻ cos𝑛ሺെ𝑥ሻ𝑑ሺെ𝑥ሻ

ିగ   𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ


ൌ ଵ
గ
െ 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

ିగ   𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ


ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

   𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ


ൌ ଶ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ





《対称波のフーリエ級数展開》フーリエ級数
𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

𝑎  ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

   𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ
గ

𝑏  ൌ ଵ
ଶగ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
ଶగ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ

   𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥ଶగ
గ ൌ

𝜋 2𝜋

対称波

𝑏  ൌ 0

𝑎  ൌ
2
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



𝑏  ൌ
2
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



𝑛 ൌ 1 , 3 , 5 , 7 , 9 …

𝑥
𝜋  𝑥

𝑓 𝜋  𝑥 ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ

 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

   𝑓ሺ𝜋  𝑥ሻ sin𝑛ሺ𝜋  𝑥ሻ𝑑ሺ𝜋  𝑥ሻగ


 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

   െ𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛ሺ𝑛𝜋  𝑛𝑥ሻ𝑑𝑥గ


 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 െ െ1 𝑥  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ


𝑛が奇数のとき𝑎 ൌ 0、𝑛が偶数のとき𝑎 ൌ
ଶ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ



ൌ ଵ
ଶగ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ

   𝑓ሺ𝜋  𝑥ሻ𝑑ሺ𝜋  𝑥ሻగ
 ൌ ଵ

ଶగ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ
 െ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ

 ൌ 0

 𝑏 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

   𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ
గ

 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

   𝑓ሺ𝜋  𝑥ሻ cos𝑛ሺ𝜋  𝑥ሻ 𝑑ሺ𝜋  𝑥ሻగ


 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

   െ𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛ሺ𝑛𝜋  𝑛𝑥ሻ 𝑑𝑥గ


 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 െ െ1 𝑥  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ


𝑛が奇数のとき𝑏 ൌ 0、𝑛が偶数のとき𝑏 ൌ
ଶ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ





《１／4波対称のフーリエ級数展開》フーリエ級数
𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

𝑎  ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥ଶగ

 ൌ ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ିగ   𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ
 …①

𝑛が偶数のとき𝑎 ൌ 0、𝑛が奇数のとき𝑏 ൌ 2 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ഏ
మ
 …③

１／4波対称

𝑛 ൌ 1 , 3 , 5 , 7 , 9 …

𝜋 2𝜋𝑥

𝑓 𝜋  𝑥 ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑓 𝜋 െ 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൌ െ𝑓 െ𝑥

𝜋  𝑥

𝜋 െ 𝑥

𝑏  ൌ 0

𝑎  ൌ
4
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ



𝑏  ൌ 0

奇関数となっているので𝑏 ൌ 0、𝑏୬ ൌ 0

 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ିగ ൌ  𝑓ሺെ𝑥ሻ sin𝑛ሺെ𝑥ሻ𝑑ሺെ𝑥ሻ

గ ൌ െ െ𝑓ሺ𝑥ሻሺെsin𝑛𝑥ሻ𝑑𝑥
గ

ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ
 ൌ 2 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ
 …②

 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ
 ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ
   𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

ഏ
మ

ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ഏ
మ
   𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ sin𝑛ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ𝑑ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ

ഏ
మ

ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ഏ
మ
 െ  𝑓ሺ𝑥ሻ sinሺ𝑛𝜋 െ 𝑛𝑥ሻ 𝑑𝑥

ഏ
మ

ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ഏ
మ
 െ െ1 𝑥  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ


𝑛が偶数として①に②③を代⼊すると、
𝑎  ൌ ଵ

గ
2 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ
  2 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ
 ൌ ସ

గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ഏ
మ




《特殊波形のフーリエ級数展開まとめ》フーリエ級数

𝑏  ൌ 0

𝑎  ൌ
2
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



𝑏  ൌ 0

𝑓 െ𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑓 െ𝑥 ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑥
െ𝑥 𝑥െ𝑥

奇関数 偶関数

𝑏  ൌ
1
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ



𝑎  ൌ 0

𝑏  ൌ
2
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



𝑛 ൌ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 … 𝑛 ൌ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 …

𝜋 2𝜋

対称波

𝑏  ൌ 0

𝑎  ൌ
2
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



𝑏  ൌ
2
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ



𝑛 ൌ 1 , 3 , 5 , 7 , 9 …

𝑥
𝜋  𝑥

𝑓 𝜋  𝑥 ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ

１／4波対称

𝑛 ൌ 1 , 3 , 5 , 7 , 9 …

𝜋 2𝜋𝑥

𝑓 𝜋  𝑥 ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑓 𝜋 െ 𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ

𝜋  𝑥

𝜋 െ 𝑥

𝑏  ൌ 0

𝑎  ൌ
4
𝜋න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ



𝑏  ൌ 0

𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯



《例題３》フーリエ級数

１／4波対称なので、𝑏  ൌ 0、𝑏  ൌ 0、nは奇数のみ

𝜋െ𝜋 2𝜋െ2𝜋

𝑉

െ𝑉

𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

𝑎  ൌ ସ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ
 ൌ ସ

గ  𝑉 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ഏ
మ
 ൌ ସ

గ
െ ୡ୭ୱ ௫

 

ഏ
మ

ൌ ସ
గ

െcos గ
ଶ
 cos 0 ൌ ସ

గ
1െcos గ

ଶ
ൌ ସ

గ
(𝑛 ൌ 1, 3,5,7, ⋯)

∴𝑓 𝑥 ൌ ସ
గ

sin 𝑥  ଵ
ଷ

sin 3𝑥  ଵ
ହ

sin 5𝑥  ଵ


sin 7𝑥 ⋯

2𝜋

𝑉

െ2𝜋
𝜋െ𝜋

െ𝑉

奇関数なので、𝑏  ൌ 0、𝑏  ൌ 0
𝑎  ൌ ଶ

గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ
 ൌ ଶ

గ 

గ
𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ଶ
గమ  𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥గ



ൌ ଶ
గమ

 𝑥 · െ ୡ୭ୱ ௫
 

గ
െ  െ ୡ୭ୱ ௫


𝑑𝑥గ



ൌ ଶ
గమ

െ గ


cos𝑛𝜋  ୱ୧୬ ௫
మ 

గ
ൌ ଶ

గమ
െ గ


cos𝑛𝜋  ୱ୧୬ గ

మ

ൌ െ ଶ
గ

cos𝑛𝜋 ൌ െ ଶ
గ

െ1  ൌ ଶ
గ

െ1 ାଵ

∴𝑓 𝑥 ൌ ଶ
గ

sin 𝑥 െ ଵ
ଶ

sin 2𝑥  ଵ
ଷ

sin 3𝑥 െ ଵ
ସ

sin 4𝑥 ⋯

を求める。



《例題４》フーリエ級数
𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

偶関数なので、a  ൌ 0

𝑏 ൌ
ଵ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥గ

 ൌ ଵ
గ  𝑉𝑑𝑥

 ൌ 
గ
𝑥 

 ൌ 
గ

𝑏 ൌ
ଶ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ cos𝑛𝑥 𝑑𝑥గ

 ൌ ଶ
గ  𝑉 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

 ൌ ଶ
గ

ୱ୧୬ ௫
 


ൌ ଶ

గ
sin𝑛𝑎

∴𝑓 𝑥 ൌ ଶ
గ


ଶ
 sin a cos𝑥  ଵ

ଶ
sin 2a cos 2𝑥  ଵ

ଷ
sin 3a cos 3𝑥 ⋯

𝑎െ𝑎 2𝜋

𝑉

െ2𝜋 𝜋െ𝜋

𝑎

2𝜋

𝑉

𝜋െ𝜋െ2𝜋

𝑎

𝑎 𝑎

１／4波対称なので、𝑏  ൌ 0、𝑏  ൌ 0、nは奇数のみ

𝑎  ൌ ସ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ
 ൌ ସ

గ  𝑉 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ഏ
మ
ୟ ൌ ସ

గ
െ ୡ୭ୱ ௫

 ୟ

ഏ
మ

ൌ ସ
గ

െcos గ
ଶ
 cos𝑛𝑎 ൌ ସ

గ
cos𝑛𝑎 (𝑛 ൌ 1, 3,5,7, ⋯)

∴𝑓 𝑥 ൌ ସ
గ

cos𝑎 sin 𝑥  ଵ
ଷ

cos 3𝑎 sin 3𝑥  ଵ
ହ

cos 5𝑎 sin 5𝑥  ⋯

を求める。

െ𝑉



《例題５》フーリエ級数
𝑓 𝑥 ൌ 𝑎ଵ sin 𝑥  𝑎ଶ sin 2𝑥 ⋯ 𝑎 sin𝑛𝑥 ⋯ 𝑏  𝑏ଵ cos 𝑥  𝑏ଶ cos 2𝑥 ⋯ 𝑏 cos𝑛𝑥 ⋯

2𝜋

𝑉

𝜋
െ𝜋

െ2𝜋

１／4波対称なので、𝑏  ൌ 0、𝑏  ൌ 0、nは奇数のみ

𝑎  ൌ ସ
గ  𝑓ሺ𝑥ሻ sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ
 ൌ ସ

గ 
ଶ
గ
𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥

ഏ
మ
 ൌ ଼

గమ  𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥
ഏ
మ


∴𝑓 𝑥 ൌ ଼
గమ

sin 𝑥 െ ଵ
ଽ

sin 3𝑥  ଵ
ଶହ

sin 5𝑥 െ ଵ
ସଽ

sin 7𝑥 ⋯

を求める。

െ𝑉
ൌ ଼

గమ
 𝑥 · െ ୡ୭ୱ ௫

 

ഏ
మ െ  െ ୡ୭ୱ ௫


𝑑𝑥

ഏ
మ


ൌ ଼
గమ

െ గ
ଶ

cos గ
ଶ
 ୱ୧୬ ௫

మ 

ഏ
మ ൌ ଼

మగమ
sin గ

ଶ
(𝑛 ൌ 1, 3,5,7, ⋯)

𝑛 ൌ 1, 5,9,13,⋯のとき、𝑎 ൌ
଼
మగమ

𝑛 ൌ 3, 7,11,15,⋯のとき、𝑎 ൌ െ ଼
మగమ


